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Unidad 4. Variable aleatoria continua 


Presentación 


En la unidad anterior se estudiaron funciones cuyos valores podían ser contados, sin 
embargo en esta unidad se trabajarán variables aleatorias (v.a.) que resultan de 
mediciones y para las cuales su espacio muestral tiene un número infinito de 
elementos no contables, éstas son las v.a. continuas. 

En esta unidad aprenderás la importancia y algunas aplicaciones que tienen este 
tipo de v.a., de hecho, se encuentran algunas de las distribuciones más importantes 
(normal y normal estándar) cuyas aplicaciones en la probabilidad y, en particular, en 
la estadística son muy útiles. Al igual que la unidad anterior se trabajan los puntos 
particulares, las funciones asociadas, la relación entre ellas, la esperanza y la 
varianza de v.a. continuas. E identificarás los diferentes detalles que se distinguen 
entre v.a. discretas y v.a. continuas. 
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Unidad 4. Variable aleatoria continua 


4.1 Variable aleatoria continua. 


Solo para recordar, se definió que una variable aleatoria es una función que asocia 
los elementos del espacio muestral ü con números reales, esto es X-.D. —> R x c R, 
donde R x es el rango de valores de la v.a. 


Definición de v. a. continua. 


Una v.a. continua es aquella cuyo rango R x tiene un infinito no numerable de 
valores. O la variable aleatoria puede tomar todos sus en un intervalo (a, b) c r. 

Por ejemplo, al medir la temperatura de fusión de un metal, la variable puede 
resultar en grados centígrados y tomar valores en un intervalo determinado, o al 
medir el tiempo de procesamiento de la información por una computadora se puede 
obtener una v.a. entre [0.1, 2] milisegundos. 

Entonces para una v.a. continua no tendrá mucho sentido trabajar probabilidades 
puntuales, de hecho se demostrará que estas probabilidades son nulas. 


Función de densidad de una v.a. continua. 


Definición: Sea X una variable aleatoria continua. La función de densidad de X 
es una función integrable y no negativa /: R -» R + , tal que para cualquier 
intervalo [a,b] cise cumple la igualdad: 



a 


Donde f(x ) > 0 para toda x e R, y J^/OOdx. 
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Unidad 4. Variable aleatoria continua 


Esto es, la probabilidad de que la v.a. continuad tome valores en cierto intervalo es 
el área bajo la función de densidad f(x) en dicho intervalo. Entonces de esta 
definición puede seguirse que la probabilidad puntual de un v.a. continua es siempre 
nula, ya que por propiedades de cálculo integral el área de una línea vertical es nula. 



a 


Debe notarse que cualquier función que cumpla con las propiedades: 

a) /(x) > 0 para toda xeiy 

b) C m f(x)dx. 

Será llamada función de densidad. 

A diferencia con v.a. discretas la función de densidad NO puede ser representada en 
una tabla, pero sí como regla de correspondencia (función) o bien mediante una 
gráfica, como se muestra a continuación. 

Ejemplo 1: La revista de la facultad de Ingeniería de Antioquia presenta un artículo 
sobre el Análisis de decisiones de inversión utilizando el criterio valor presente neto 
en riesgo (VPN en riesgo) del Dr. Diego Fernando Manotas Duque. El riesgo es 
modelado con la siguiente función de densidad: 
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Ejemplo 2: Si se considera la siguiente función compruebe que es una función de 
densidad. 


/O) = 


2 2 < x < 4 

6 

0 en otro caso. 


En primer lugar /(x) = - > 0 para cualquier 2 < x < 4 y /(x) = 0 en otro caso, 
entonces se tiene /(x) > 0 para toda x e R. 

En segundo lugar calculemos la integral del intervalo [2, 4], esta cumple con las 
condiciones para ser una función de densidad de probabilidad de esta variable 
aleatoria continua. 



(4 2 - 2 2 ) 
12 


= 1 . 


Por tanto la función anterior /(x) es de densidad. 
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Unidad 4. Variable aleatoria continua 


Función de distribución de una v.a. continua. 


Otra fundón importante que se le asocia a una v.a. es su función de distribución 
denotada como F(x) o F x (x). 


Definición: SeaX una variable aleatoria continua con función de densidad /(x). La 
fundón de distribudón de X se define para cualquier x e R fijo como: 

F(x) = P(X < x) = f f(u)du. 

j — oo 


Esta función es conocida también como fundón de distribudón acumulada, o 


simplemente como distribudón acumulada. No debe de confundirse la función 
de densidad f(x ) denotada con minúscula con la función de distribución F(x) 
denotada con mayúscula. Sin embargo existe una relación entre la función de 
densidad y la función de distribución. Con base en el teorema fundamental del 
cálculo, si F(x) es derivable entonces 


, , dF 

m = Tx 


= F'. 


Esto es la derivada de la función distribución de una v.a. continua es su función de 
densidad. 


Otra manera equivalente de definir un v.a. continua es mediante la caracterización 
de su función de distribución, esto es. 


Definición: Se dice que una variable aleatoria X es continua si su función de 
distribución F(x) es una función continua. 
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Unidad 4. Variable aleatoria continua 

Una manera somera, no formal, de ver la continuidad de la función F(x) es 
precisamente mediante su representación gráfica. 

Teorema: Toda función de distribución F(x) satisface las siguientes propiedades: 


1. - Para todo x número real se cumple que 0 < F(x) < 1. 

2. - Si a <b con a y b números reales, entonces P(a < X < b) = F(b) - 
F(a). 

3. - Si a < b con a y b números reales, entonces F(a) < F(b ), (la función 
de distribución es no decreciente). 

4. - lim F(x)=1 y lim F(x) = 0. 

X-> + oo x^—oo 

5. - La función de distribución F(x)es continua por la derecha. 


Ejemplo: Para la función de densidad del ejemplo anterior determina su función de 
distribución correspondiente. 

• Si x < 2, entonces F(x) = j* m 0 dx = 0. 

• Si 2 < x < 4 entonces 



Six > 4 entonces 



Por lo tanto la función de distribución está dada por: 
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Unidad 4. Variable aleatoria continua 



2 < :r < 4 


Puede verificarse que F(x) cumple con todas las propiedades de una función de 
distribución, de hecho es continua, por lo cual ésta puede ser función de distribución 
de una v.a. continua. 


Esperanza de una v.a. continua. 


Los valores promedio de algunas variables aleatorias son muy utilizados para 
determinar el punto central de cierto conjunto de valores. Este valor central 
teóricamente es llamado la esperanza (matemática) o valor esperado de una v. a. 
V. 

Definición. Si X es una variable aleatoria continua con función de densidad f x (x). 


entonces su esperanza, denotada E(X), es: 



Análogamente al caso de v.a. discretas puede suceder que la integral J™ m x f x (x)dx 
no exista o o sea infinita en estos casos se tendrían v.a. sin esperanza. Una 
condición suficiente para que la esperanza exista es que se tenga la convergencia 
absoluta de la integral, es decir /^Jx| f x (x)dx < oo. En particular cualquier v.a. 
continua acotada \X\ < c tiene esperanza, esto último se puede deducir de las 
propiedades de la esperanza. 
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Unidad 4. Variable aleatoria continua 


Ejemplo: Calcule la esperanza de la v.a. X continua con función de densidad. 


/O) = 


- 2 < x < 4 

6 

0 en otro caso. 


Por definición se tiene que: 


EVO 


= x f x (x)dx =í x ■ 0 dx+ x ■ -dx + í 

J — oo J — oo J?. O J 4 


x ■ 0 dx = 



x 


3 4 



(4 3 - 2 3 ) 
18 


28 

— « 3.111. 
9 


En este caso el valor E(X) « 3.111 se encuentra en el intervalo de definición de la 
función /(x). 


Teorema: Propiedades de la esperanza. Sean X y Y dos variables aleatorias 
continuas con sus respectivas esperanzas E(X ) y E(Y) finitas, y sea c un 
constante, entonces se tienen siguientes propiedades: 

1. - E(c) = c. 

2. - E(cX ) = cE(X)- 

3. - Si X > 0 entonces E(X ) > 0 

4. - E(X + Y) = EVO + E(Y). 

5. -SÍ X y Fson v.a. independientes, entonces E{X ■ 7) = E{X ) ■ E(Y). 

6. - Si X es v.a. continua y g\ R R es una función real tal que g(X ) es una 

v.a. con esperanza finita, entonces E(g(X )) = /^^(x) f x (x)dx. 
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Unidad 4. Variable aleatoria continua 


Varianza de una v.a. continua. 


Definición. SeaX una variable aleatoria continua con su función de densidad f x (x) 
y con E(X) = ¡j. finita, entonces 
1) La varianza de X, denotada Var(X), es: 


P oo 

Var(A) =1 (x — ¡i) 2 f{x)dx. 

j — OO 

2) La desviación estándar de X es ^fvar(x). 


Obsérvese que por la propiedad 6 del teorema anterior Var (X) = E[(X - fi) 2 ]. La 
varianza de X suele también expresarse con la letra griega sigma como Var(A) = a 2 , 
por lo cual la desviación estándar se expresa como /Var(T) = a. 


Ejemplo: Retomando anterior, determinar la varianza de la v.a. continuad. 


Por definición se tiene que: 

p oo 

Var(X) =1 (x — ju) 2 /(x)dx 

J — OO 

r 2 r4 

= I (x — 3.111) 2 ■ 0 dx + 

j — oo 




X 


lll) 2 ■ -dx 


r r* % 

+ J (x — 3.lll) 2 • Odx = J (x- 3.lll) 2 ■ -dx « 0.321. 


<j = V0.321 « 0.567. 

Teorema: Propiedades de la varianza. Sean X y Y dos variables aleatorias con 
sus respectivas esperanzas E(X) y E(Y) finitas, y varianzas Var(A) y 
VarQO, y sea c un constante, entonces se tienen siguientes propiedades: 
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1. - Var(X) > o (la varianza siempre es no negativa). 

2. - Var(c) = 0. 

3. - Var(cX) = c 2 Var(X). 

4. - Var(X + c) = Var(X). 

5. - Var(X) = E(X 2 ) - (E(X)) 2 . 

6. -Si X y Fson v.a. independientes, entonces Var(X + F) = Var(X) + Var(F). 

4.2 Modelos continuos de Probabilidad. 


Los modelos continuos de probabilidad se utilizan para describir ciertos 
experimentos, por ejemplo el modelo binomial es ampliamente usado en el control 
de calidad en la industria, la medicina, la electrónica, etc. El modelo de Poisson se 
utiliza para la modelación del comportamiento de filas o líneas de espera. En esta 
sección se trabajará los modelos discretos más usuales, sus funciones de 
distribución, parámetros asociados su esperanza y varianza. 


Distribución uniforme continua. 


El modelo uniforme continuo es uno de los más sencillos, ya que se caracteriza 
porque su distribución es igual en todos los puntos de un segmento, y de debido a 
esto se emplea en la simulación para el cálculo de números aleatorios que tienen un 
comportamiento uniforme. 


Definición. Una variable aleatoria X tiene distribución uniforme continua en 

un intervalo (a, b ), denotada X~U(a, £>), si su función de densidad es 



0 en otro caso. 


si x e (a, b ), 
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Unidad 4. Variable aleatoria continua 


Cabe mencionar que en muchos libros de texto encontrarás dicha distribución 
uniforme se define para el intervalo cerrado [ a,b ], sin embargo aquí se define para 
el intervalo abierto (a,á). Recuerda que para una v.a continua la probabilidad en 
puntos es nula por lo cual no se afecta la definición si es con uno u otro intervalo. 

Teorema: Si X es una variable aleatoria con distribución uniforme en (a,£>), 


X~U(a,á), entonces: 



2.- Var(X) = 



Todo lo anterior es fácilmente demostrable. 


Las siguientes gráficas corresponden a la función densidad y distribución uniforme. 


f(x) 


F(x) 


1 


1 


O 



í> — a 


x 


b 


a 


b 


a 


Figura 2. Función de densidad y Distribución uniforme 


Observa que el área por debajo de la función /O) es un rectángulo con altura -2— y 
base b - a, por lo que su área es 1. 
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Unidad 4. Variable aleatoria continua 


Ejemplo: Estimar el peso de una persona siempre presenta márgenes de error que 
dependen del tipo báscula, y estos errores pueden variar por gramos o hasta 
algunos kilos. Considere una báscula digital que nos garantiza un error entre 0 y 
1000 g. ¿Qué probabilidad hay de que el peso real exceda a 500 g? 

Si la distribución del error es uniforme en el intervalo (0,1000), entonces la función 
de densidad queda representada por función f(x ) con una altura de 

La probabilidad se calcula integrando el área debajo de f(x) en el intervalo 
(500,1000), por observación sabemos que esta área es igual a 0.5, si usamos: 

f 1000 dx 500 

P(X > 500) = 1 - P(X < 500) = 1 - —— = 1 - —— = 0.5. 

v ' v ' J 500 1 0 0 0 1 0 0 0 

Distribución exponencial. 


Esta distribución es comúnmente utilizada en los modelos de líneas de espera, al 
igual que la distribución discreta de Poisson. De hecho éstas tienen una relación 
muy estrecha. En la mayoría de los modelos relacionados con el tiempo se puede 
notar que su distribución es tal que en tiempos pequeños (cercanos a cero) tienen 
una mayor acumulación (o área), y conforme pasa el tiempo ésta decrece 
rápidamente. 


Definición. Una variable aleatoria X tiene distribución exponencial con 

parámetro A > 0, denotada X~Exp(A), si su función de densidad es 




Ae Áx si x > 0, 


en otro caso. 
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Teorema: Si X es una variable aleatoria con distribución exponencial y con 
parámetro A > 0, X~Exp(A), entonces: 

1. E(X) = 

2 . -Var(X) = ¿. 


3.- F(x) = f 0 X Ae Áx dx = e _ Ax 


si x < 0, 
si x > 0. 


Las siguientes son las respectivas gráficas de densidad y distribución de X~Exp(A = 
3). 




Figura 3. Densidad de distribución 


Distribución normal. 


El modelo normal es considerado como uno de los más importantes en el estudio de 
la probabilidad y la estadística, esto se debe a que una gran mayoría de fenómenos 
tiene un comportamiento que se describe apropiadamente por este modelo. 

La distribución normal fue estudiada por primera vez por el francés Abraham de 
Moivre (1667-1754). Posteriormente, Cari Friedrich Gauss (1777-1855) 
profundizó en el desarrollo de lo que actualmente conocemos como "campana de 
Gauss”, la cual es usada como función de densidad de la distribución normal. 
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Unidad 4. Variable aleatoria continua 

La distribución de probabilidad normal se considera la distribución más importante 
en inferencia estadística. Está requiere de muestras aleatorias seleccionadas de una 
población para estimar algunas características numéricas que se llaman 
parámetros. Ejemplos de parámetros son lap (media), la proporción de éxitos (p), o 
bien cuando nos interesa comparar dos poblaciones p x -p 2 (diferencia de medias) 
o bien diferencia de proporciones (p x - p 2 ). 

La distribución de una variable normal está completamente determinada por dos 
parámetros, su media p y su desviación estándar o. 

Definición. Una variable aleatoria X tiene distribución normal con parámetros 


p y a 2 , denotada Z~N(p,cr 2 ), si su función de densidad es 



Para cualquier x e IR. 


La gráfica de la curva normal es la siguiente. 



0 . 1 % 


— 3a —2a —lo p la 2<r 3a 


Figura 4. Gráfica de la función de densidad de una normal 
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Unidad 4. Variable aleatoria continua 


Propiedades de la función de densidad normal. 


Se demuestra que efectivamente la densidad normal cumple las propiedades: 

r°° i o -¿) 2 

a) I — —e 2t7 2 dx = 1. 

J —oo U v 27T 

b) /(x) > 0 para cualquier -oo < x < oo. 

Además: 

a. Tiene una única moda, que coincide con su media y su mediana. 

b. La curva normal es asintótica al eje de abscisas. Por ello, cualquier valor entre -oo 
y co es teóricamente posible. El área total bajo la curva es, por tanto, igual a 1. 

c. Es simétrica con respecto a su media, por lo que existe una probabilidad de un 
50% de observar un valor mayor que la media y un 50% de observar un valor 
menor. 

d. La distancia entre la línea trazada en la media y el punto de inflexión de la curva 
es igual a una desviación estándar. 

e. El área bajo la curva comprendida entre los valores situados aproximadamente a 
dos desviaciones estándar de la media es igual a 0.95. En concreto, existe un 
95% de posibilidades de observar un valor comprendido en el intervalo. 

Teorema: Si X es una variable aleatoria con distribución normal y con parámetros 
y a 2 , X~N(n, o 2 ), entonces: 

1. - E(X) = ¡i. 

2. - VarOO = a 2 . 

3. - La función de distribución es 
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r x i 

F(x ) = P(X <x)= —¡= e 2 <t 2 dt. 

J-oay2na 2 

A diferencia de las anteriores distribuciones continuas NO es fácil determinar 
cálculos de áreas en concreto utilizando la distribución F(x). Generalmente estos 
cálculos son aproximaciones y se presentan en tablas, pero estas sólo están la 
distribución normal estándar. 

Distribución normal estándar. 


El proceso de estandarización de una variable aleatoria consiste en un “cambio de 
variable” de tal manera que la distribución obtenida con dicho cambio se comporte 
como normal con media 0 y desviación estándar 1. Pero primero definamos la 
distribución normal estándar. 

Definición. Una variable aleatoria Z tiene distribución normal estándar con 

parámetros ¡j. = 0 y o 2 = 1, denotada Z~N(0, 1), si su función de densidad 
es 

1 

/(z) = v!i C2 ' 

Para cualquier z e R. 

La gráfica de la densidad normal estándar es: 
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z 


Figura 5. Gráfica de densidad normal estándar 


Teorema: Si Z es una variable aleatoria con distribución normal estándar 
Z~N(0,1), entonces: 

1. - E{Z) = 0. 

2. - Var(Z) = 1. 

3. - La función de distribución es 



Actualmente existen una gran variedad de tablas que aproximan con una buena 
precisión para valores en concreto de z la respectiva probabilidad F(z) = P(z < z). 

Teorema: SX una variable aleatoria con distribución normal, Z~N(/i,cr 2 ) y Z = 


entonces con distribución normal estándar Z~N(0,1). 


Sea X una variable aleatoria con distribución normal, media n y desviación estándar 
a Z~N(jU, a 2 ), considere la variable Z = es fácil, utilizando las propiedades de la 
esperanza y la varianza que esta nueva variable aleatoria Z tiene media /i = 0 y 
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desviación estándar o = 1. Sin embargo la demostración de la distribución de Z se 
puede encontrar en las lecturas referidas. 

Ejemplo: Cada día más se usan las computadoras en el mundo y conforme pasa el 
tiempo cada casa va adquiriendo al menos una computadora. Esta computadora es 
usada para trabajo en casa, investigación, comunicación, finanzas personales y 
entretenimiento, entre otras cosas. Supóngase que en promedio el número de 
horas que se usa esta computadora para entretenimiento es de 2 horas por día. Se 
asume que los tiempos para entretenimiento se distribuyen normal y la desviación 
estándar para los tiempos es una media hora. Encuentra la probabilidad de que una 
computadora personal sea usada entre 1.8 y 2.75 horas por día. 

Sea X =la cantidad de tiempo (en horas) que una computadora es utilizada para 
entretenimiento. Entonces con base en los datos X~N(2,0.5 2 ): Ahora para calcular la 
probabilidad se tiene: 

P(1.8 < X < 2.75) = < z < 2-75 — ) = F(-Q.4 < z < 1.5) 

0.5 0.5 

Buscando en la tabla de la distribución normal estándar (puede consultar esta 
página http://www.ucm.es/info/ecocuan/mjm/ectrlmj/Tablas.pdf ) o utilizando 
un software concreto como Excel o lenguaje R, para los valores para z = -0.4 y z = 
1.5 se tiene 

P(-0.4 < z < 1.5) = P(z = 1.5)-P(z = —0.4) = 0.9332-0.3446 = 0.5886 


Así, la probabilidad de que una computadora personal de casa sea usada para 
entretenimiento entre 1.8 y 2.75 horas es de 0.5886. 

Ejemplo: En una nueva compañía de construcción, la edad de los empleados 
contratados en los últimos 5 años tiene una distribución normal. Dentro de esta 
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curva 68.2% de los empleados, centrado respecto a la media, tiene entre 22.4 y 
34.6 años. Encuentre la media y la desviación estándar de los datos. 

En la figura siguiente se muestra la distribución normal estándar. Como se puede 
observar 68.2% implica una extensión de lo respecto a la media. La media es 
simétricamente colocada entre -lo, que equivale a 22.4 años, y lo, que equivale a 

34.6 años, así la edad media es: 

22.4 + 34.6 

---= 28.5 años 

2 

De 22.4 a 28.5 años, con una diferencia de 6.1 años, hay lo, por tanto, la 
desviación estándar: 

6.1 

o = — = 3.05 años 
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Unidad 4. Variable aleatoria continua 


Cierre 


En esta unidad aprendiste las diferentes características de las variables aleatorias 
continuas, sus funciones de densidad y distribución y sus correspondientes 
propiedades. Así como los puntos particulares que tienen los experimentos 
aleatorios para poder ser descritos mediante un modelo continuo de probabilidad. 
Trabajaste las diferentes formas de expresión simbólica para algunos de los 
conceptos y aplicaste conceptos a modelos prácticos determinando la probabilidad, 
la esperanza o la varianza de ciertas variables aleatorias continuas. Identificaste 
modelos de probabilidad como el uniforme, exponencial, normal y normal estándar. 
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